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�������	��������	�	�� ��	�����1	���������

�����	����������	Λ1
!	 α	NβBIO	
	�����������	β	�
�	I	�	α1
!	 PQR	
	����������
��� �	�������� �	���"
�����
����
��
���

8������	�����	��������	�������� �	������	��������	�������� 	�������������	�������	��������� �
������
����	��
�� %	��&��������"	S� �	�����	TUVW	��������	�����������	�������	F"#"

�	H	H	X I
⊥
�

α		→ β
α�	×	"	"	"	×	α�

<	K�	H	α�	��"	"�"	�	��	H	α�	>
N	M�	H	γ�	��"	"�"	�	��	H	γ�	O
µI�⋅	α

;������	F"#	
	F�������� �	���������	�
�	���
������	�����

<����� �	��� 	����������	��.���%���/	�	⊥	.������/"	<��	������	��
��	���������������	�����
�3���	�
�������3���	>
�������	�	����3����	��������"	=������	����������	α		→ β"	?��������	������������	����������
α�	×	"	"��	×	α�"	<�&��������	����������	NM�	H	γ�	�	"	"	"	�	M�	H	γ�	O"	G�����	����������	Y	K�	H	α��	"	"	"	�	K�	H	α�	Z"

µ	��
�����	����������	���� �����	�������� %"	;�������� �	��� 	�����	���������	�����	���� �����
�����	�	����������������	�	�� 
��	��	�������������	�
�	������	����	��	�������"

-	�
����	����%��������	�����	����
���������	������	�
�	�������
����	����3������"	���	�%	����������
����	→	��������������	��������	�	��
����	��������	µ	������������	��������	�����
���	>��	��������"

A��������	������� %	�������� %�	��������'�%��	�	α�	����������	���	[\	.α/"
��������
�
�
��
���

-	������'��	�����
�	��� 	�����
�	���������	�����	�	�����
�	��������	��	���������	�� ��"
7��	α	 	 ��
�����	 ���
����� �	 �	 ����������	 ����	 I	 .����������	 I ↓	 α/�	 ��
�	 
���	 I	 ��	 �����������

������� �	�	α�	
���	α	�����	� ��	���������	���	���	������	��	�
����'�%	�����H
!	 α�	→	α�1
!	 Y	K�	H	α��	"	"	"	�	K�	H	α�	Z1
!	 NM�	H	γ��	"	"	"	�	M�	H	γ�O1
!	 α�		×	"	"	"	×		α�"

�����
�	���������	�����	��� 	��	�������	F"("	;��������	�����	����������	X"

������������� �!"#$%&�'�""!

�	



�����
�	��������	����	�	����	�����
	� ����	���������	��%���%	��	���������	�	���
���"	8�������
�����	���	Γ	]
	α	≤	β�	���	Γ	
	���������	����
������	��	�����������	�������	�
�	�������� %	����	�	����
^I�	≤	J��	"""	�	I�	≤		J�_"	7�������	�����
�	�����	�����	�
����'��	���H

Γ	]
		α�	≤	β��	 Γ	]
		α�	≤	β�	= > Γ	]
	α ≤	β"

)������
���	>��	���������	���	�
�	�����	���� 	������
����	�����	
�	�����	Γ	]
		α	≤		β�	�
�����	������
����
�����	
�	�����	Γ	]
		α�	≤	β�	�	Γ	]
		α �	≤	β�"	��
�	>��	��
�	��������� �	��	�����	���
���	� ����	���	α	��
�����
��������	β"

.`"	#/ α	=�α

.`"	(/ α	=�β	= > β = α

.`"	*/ α	=�β	�	β	=�γ	= >	α	X	Z	γ

.`"	,/ α�	=	α�	�		β�	=	β�	X	Z	α�	→ β1 = α2 → β1

.`"	0/ α	=�β	= > µ	I�"�α	=	µ	I	"�β

.`"	2/ ∀a∈{1, ... , b_�	α
	=	β
	= > α�	×	"	"	"	×	α�	=	β�	×��	"	�	×	β�

.`"	4/ ∀a∈{1, ... , b_�	α
	=	β
	= > <	K�	H	α�	��"	"	�	�	K�	H	α�	>	=	<	K�	H	β�	�	"	"	"	�	K�	H	β�	>

.`"	5/ ∀a∈^#�	"""	�	b_�	α
	=	β
	= > 	N	K�	H	α�	��"	"	�	�	K�	H	α�	�	=	NK�	H	β�	�	"	"	"	�	K�	H	β�	O

.`"	c/ µ	���	I	=	⊥

.`"	#D/ α	�µ�	"	α	⁄	�	�	=	µI	"	α

.`"	##/ αN�β�	⁄	IO	=	β�	�	α	N	β�
	⁄	I�O	=�β�	α		↓ I	X	Z	β�	=	β�

;������	F"(	
	�����
�	���������	�����

�����
�	��������	�������� 	��	�������	F"*"	A����	��������	���	α	��
�����	��������	β�	��
�	∅	]
	α	≤	β
�����	� ��	� ������	�	����'��	�����
	��������	�	�����
	���������"

=��������
3
�
�
/��
���
C
����� 	���������	TUVW	������
�����	����������	���������	������������������	�����
������� �	���

������	�����������	�����"	8����	��
�����	������ �	������������	�����	�������� ��	�����	�	�������	������!
'�����	�	7�	���	7	
	�������������	������������	TUVW"	8�����	�����������	�����	γ	��
�����	�����	�������	���
������� �	�������� �	����	α�	������� �	�	����������	I	�	��
����	γ�	���	���������	�	��
����	γ"	$���������	�����

.d"#/ α	=�β	= > Γ ]
	α	≤		β

.d"(/ Γ	]
	α	≤		β	�		Γ	]
	β	≤		γ	X	Z  Γ	]
	α	≤	γ	�

.d"*/ I	≤	J	∈ Γ  X	Z		Γ  ]
	I	≤	J

.d",/ Γ	]
	⊥ ≤ α

.d"0/ Γ	]
		≤	α		�

.d"2/ Γ	]
	α�	≤	α�	�	Γ	]
		β�	≤	β�		= >  Γ	]
		α�		→  β1 ≤ α2  →  β2 ≤

.d"4/ ∀a∈{1, ... , b_�		Γ	]
		α
	≤	β
		= >  Γ ]
		<K�	H	α�	�	"	"	"	�	K�	�	α�	>	≤		<	K��H�β���	"	"�"	�	��	H�β�	>
�
�	b	≤		e

.d"5/ ∀a∈{1, ... , b_�		Γ	]
		α�	≤	β
		= >  Γ ]
		NK�	H	α�	�	"	"	"	�	K�	�	α�	O	≤		N	K��H�β���	"	"�"	�	��	H�β�	O	
�
�	b	≤		e

.d"c/ ∀a∈{1, ... , b_�		Γ	]
		α�	≤	β
		= >  Γ ]
		α�	×		"	"	"	×	α��≤	β�	×	"	"	"	×	β�

.d"#D/ Γ	∨  {I�≤	J	_	]
	α	≤	β		= > Γ	]
		µI	"	α	≤�µJ	"	β		
�
�	I	��
���	�	α	1	J	��
���	�	β	1	I�	J	��	�		Γ

;������	F"*	
	�����
�	��������

������������� �!"#$%&�'�""!

�




���	������	����������	����	�	�����	��������
���	���"	8����	�����	�������� ��	�����	�	>
��������	7	�	�����
�����	��������	���	������
��'��	��������	�����������	���������	�
�	������������'�%	�����"

=����
����	����� γ��	
	���������	������	������
��� %	����1	������
��	F		→ fg	���	���������	�������
��	F	�	-	�	��������	��
�����1	[\.α/	����������	���������	������� %	�������� %�	��������'�%��	�	αH

γ��	X	hWf^γH	T���	→ f	TUVW	]	∀ I�	I	i ∈hje(γ), Ii		∈[\.γ.I//	X	Z	Ii∈hje(γ)}

�����	γ	X	^I	]
	Z	α�	I�	]
	Z	α�	"""	I
	]
	Z	α
_"	γkI	����������	�
����'��	�����H

γkI	X	hWf	^I�	]
	α�	"	"	"		I
		]
Z	α
_

7�� �	������� �	�	����������	����	I	�	���������	������	������
�����	����  γ	.I  ∈	hje.γ//�	��	������
�����
����	\KR.I�	γ/�	���	\KR	
	�������	��	����%	�	�����%�	����������	������
�����	��	�������	F","	7����	��������	
����
>
�����	TUVW	�����	� ��	������
��	���	\KR.I�	γ/�	���	γ	
	������	������
�����	�����	�	I ∈ hje.γ/"

.lT"	#/ \KR	.⊥, γ ) = ⊥

.lT"	(/ \KR	.�, γ ) = �

.lT"	*/ \KR	.PQR�	γ	/	X	PQR

.lT"	,/ \KR	.	α	→	β	�	γ	/	X	\KR	.α	�	γ	/ → \KR (β	�	γ	/

.lT"	0/ \KR	(<	K��H	α�	�	"	�	"	��K�	�	α�	>	�	γ)	=	<	K�	H	\KR	(α�	�	γ)	�	"	"	"	�	K�	H�\KR	(α�	�	γ)	>

.lT"	2/ \KR	(	N�K�	H	α�	�	"	"	"		�K�	H	α�	O	�	γ)	=	N�K�	H�\KR	(α�	�	γ)	�	"	"	"	��K�	��\KR	(α�	�	γ)O

.lT"	4/ \KR	(α�	×	"	"�"	×		α�	�	γ)	=�
��	(α�	�	γ)	×		"	"	��×	�\KR	(α�	��γ)

.lT"	5/ ��
�	I	∉ hje	(γ)	�		��	\KR	.	I�	γ	/	X	I	

.lT"	c/ ��
�	I	∈ hje	(γ)	�		��	\KR	.I�	γ)	X	µI	"	\KR	(γ	(I)			γ	k	I)

;������	F",	
	8��������	������
����	�����	�����������

������ �����
����������
��
�


<��'����
�����	��������
���	������
��� %	� 3�	�����
	���������	�	��������"	-	�
�������	���������
���	������	������
��� �	���� 	ε�	�	ε��	������	���	hje.ε�/	∪	hje.ε�/	X	∅  (���������� �	��� 	������ 	�	�����
�������� ���	����	��	����� %	�	ε��	������	
	�	ε�/"	<�	������	���	���������	�����
	� �����	��
����'�%
ε X	 hWfε�∪ε2	 �	 ��������� Σ	 ����	 ^I�	 ≤		J��	 "	 "	 "	 �	 I�	 ≤	 J�_�	 �	 �������	 ������� 	 ��
������	 �������� %�
���������� �	 �	 ��������	 � ��
�����	 �
�������"	�����
�	� ����	 �������������	
���������	���
������
��������	����	Σ�	ε	]
		α	≤	 β"	8�������	����������	�%��� ����	�������
������	α	≤		β	�	���������	Σ	�	ε"	)���
�� �
��������	^I�	≤		J��	"	"	"	�	I�	≤		J�_	��
�� 	� ��	�������	���	^I��	J��	"""	�	I��	J�_	∪	hje.ε/	X	∅ .

�����
�	� ����	�������� 	��	�������	F"0"	)�	>���	�������	α�	β	∈ TUVW1	I�	J	����������	�������
�� �
�������� ��	m	����������	����������	��	��	hje.ε/"

.KJJeV/ I	≤	J	∈ Σ  = > Σ ,ε  ]
	I	≤	J	

.LjI/ Σ	�ε		]
		⊥ ≤ β

.IjV/ Σ	�ε		]
	α	≤		�

.nKo/ Σ	�ε		]
		m	≤		m

.fmb/ Σ	�ε		]
		α�	≤	α�	��Σ	�	ε		]
	β�	≤	β�		X	Z Σ ,ε  ]
		α�	→  β1 ≤ α2  →  β2

.oMh/ ∀a∈{1, ... , b_�		Σ	�ε		]
		α
	≤	β
		X	Z  Σ ,ε  ]
	Y	K�	H	α�	�	"	"	"	�	K�	H	α�	>	≤		<	K�	H�β�	�	"	"�"	�	K�	�	β�	>	
�
�	b	≤		e

.mbQ/ ∀a∈{1, ... , b_�		Σ	�ε		]
		α
	≤	β
		X	Z  Σ ,ε  ]
		N	K�	H	α�	�	"	"	"	�	K�	H	α�	�	≤		N	K�	H�β�	�	"	"�"	�	K�	�	β�	O
�
�	b	≤		e

.Voj/ ∀a∈{1, ... , b_�		Σ	�ε		]
		α
	≤	β
		X	Z	 Σ ,ε  ]
	α�	×		"	"�"	×	α�	≤	β��×	"	"�"�×	β�

.oWM/ Σ	∪	̂ I	≤	J_	�		ε		]
	ε	(I)	≤	ε	(J)	X	Z Σ ,ε  ]
		I	≤		J	

;������	F"0	
	�����
�	��������	����	����������

������������� �!"#$%&�'�""!
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�	��������	����
����	��
�	Σ�	ε	]
	α	≤	β	�
������	�������	�	����������	�����
	� ����	�	��������
�������	�
�	��
������	�����
��	�	�
����%	.oWM/�	.fmb/�	.oMh/�	.Voj/	�	.mbQ/"	�����������	�����	�������	������
��
��	��� ������	�������	� ��
�����"	?�����	� ��
�����	������	�������H	��
�	I	≤	J	
	��
�������	�������
�����
�����	�	Σ�	��	I	�	J	��
�����	�������� ��	�����	�	hje.ε/1	�����
�	.fmb/�	.Voj/�	.mbQ/	�	.oMh/	�����3���
������	����'��	��
��	�������	��	���� ���������	��
��	�	������	����������	.oWM/	���
�������	Σ"

?�����	� ��
�����	����3���	��
�	���	
�����	�������������	����������	������	��	�����
	.KJJeV/�	.LjI/�
.IjV/	�
�	.nKo/"	<��	���������	��
�	��	�������	����	����	
���	��
�����	�����'��������	��
��	.�"�"	�	���	��
�����	 � ��	 ���������	 ��	 ����	 ��	 �����
/"	 ��
�	 ������	 � ��
������	 ������������'��	 ��
�	∅ε	 ]
	α	≤	 β
����3���	��	���	����������	]
	F	α	≤	β"

?
�	������ %	��������� %	�����	α	�	β�	����%�	��� α	X	\KR.I��	ε�/	�	β	X	\KR.I��	ε�/	.ε�	�	ε�	������
�� 
� 3�/�	�
��������	�����������	����3����	�������	.≤	p/�	������
�����	�
����'��	�������H

α	≤	F	β	<=> |
		p	I�	≤	I�

C��	�����	����3����	�������	���������	�	���� ��'���	�"�"H
!	 �
�	���� %	α�	β	�	7�	��
�	α ≤	F β�	��	α	≤	q	β1
!	 �
�	���� %	α�	β	�	7�	��
� α	≤	q	β�	�� α	≤	p	β"
���� �
����
�	
����
	��� �!�����
�	
���

=����
�������	�����	�%	�������������	��	�� ��	TUVW"	A��������	�����	��������	�����������	�����
��
����������	TUVW���"	C
����� 	TUVW���	 ����������	������
�����	�����	����
��������	���%	�������H	 QbIUVW	 H
TUVW���	→	TUVW	�	jmIUVW	H	TUVW���	→	TUVW"	?
�	���������	����	�������� 	����������	�����
��	QbIUVW	���� ����
���������	����
�� %	�����
���	�	jmIUVW	
	������ %"

C
����� 	TUVW�	������� �	�	�����	�������� 	����������	�����
��	���������	QbIUVW	�	jmIUVW�	������!

�����	������	������
��� ��	�������	�	��'��	�������������	TUVW�	������
�����	�����������	�������	F"2�
���	�����	���	Q	∈ {#�	"""	�	r_	������
�������	���
��� ��"	-	����
�����	�������	F"2	���������
���	��������� �
���������	 �
�	 ��������	 �����������	 �����
��"	A����	 ��	 �������������	 ������	 �����
��"	 ���������	 pos
�������������	����������	�����
�"	���������	dQsJQs	�������������	����
�� �	����������	�����
��"	=������!
��
�� �	����	������ �	�
�	����
�� %	��������	�����
���	������������	���
����	�	��&��
������	��������"

<���3����	�������	�
�	�����	�����������	�����
��	.≤	J/	������
�����	�
����'��	�������H
∀ λ��	R�	∈	TUVW����	R�	≤		R�	X	R�"QbIUVW	≤		R�"QbIUVW	t	R�"jmIUVW	≤	R�"jmIUVW

α	H	H	= Y	K�	H	dQsJQs�	"	"	"	�	K
	H	dQsJQsZ

dQsJQs	H	H	X pos	→  PQR

pos	H	H	X PQR	]	I�	×	"	"	"	×	IV

;������	F"2	
	F�������� �	���������	�
�	�����	��������	�����������	�����
��

��"� �
����
�	
����
	��� �!��������
#
!

7�� 	��������	�����������	�������������	�������	�����
�������	�����	�%	�������������	��	�� ��
TUVW	.��� 	��������	�����������	�������������	�
�����	�����	� ��	��
���� 	���������������	��	��%	���
����
�����/"	A��������	�����	�����������	�������������	�������	����������	TUVW�.d/"	C
����� 	TUVW�.d/
����������	������
�����	�����	����
��������	�������	jVIUVW	H	TUVW�.d/	→	TUVW"

C
����� 	TUVW�	 ������� �	�	 �����	�������� 	����������	��������	��������	jVIUVW�	������
�����
������	������
��� ��	�������	�	��'��	�������������	TUVW�	������
�����	�����������	�������	F"4�	���
�����	���	Q ∈ ^#�	"	"	"	�	r_	������
�������	���
��� ���	�	�����	M��	Q	∈^#�	"	"	"	�	r_	
	���
��� ��	�	���������
���������	uVJQs"

α	H	H	= Y	K
	H	uVJQs�	"	"	"	�	K
	H	uVJQsZ

uVJQs	H	H	X pos	→  TWoe	]	pos	→  PQR

TWoe	H	H	X N	M�	H	pos�	"	"	"	�	M
	H	posO

pos	H	H	X PQR	]	I�	×	"	"	"	×	IV

;������	F"4	
	F�������� �	���������	�
�	�����	��������	�����������	��������

-	����
�����	�������	F"4	���������
���	 ��������� �	���������	�
�	 ��������	�����������	��������"
���������	uVJQs	�������������	����
�� �	����������	��������"	-	����������	���������	uVJQs	����	pos	→ TWoe
�������������	�������1	���������	uVJQs	����	pos	→	PQR	�������������	����'����"	���������	pos	�������������
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����������	� ����"	���������	TWoe	�������������	�����3����"	PQR	�	
����	�����	���������	uVJQs	���������
���	���� �	� ���	��	�����	����������"	PQR	 �	������	�����	���������	uVJQs	 .�"�"	�	���������	����'����/
���������	���	�����3����	��	���������"	A����	��	�������������	������	��������"	A����	M�	�������������
������	�����3����"

<���3����	 �������	 �
�	 �����	 �����������	 �������������	 �������	 .≤	 j/	 ������
�����	 �
����'��
�������H

∀ R��	R�	∈	TUVW�.d/�	R�≤	R�	X	R�"jVIUVW	≤	R�"jVIUVW
��$� �
���
	��� �!�����������
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�	.��"	4"(","(/"	<�������	�������	���	����
�� �	��� 	��������	�������	�����	� ��
�����
������ 	�����	�%	�������������	��	�� ��	TUVW"

C
����� 	TUVW�	������� �	�	����������	�������	������
�����	������	������
��� ��	�������	�	��'��
�������������	TUVW�	������
��� �	�����������	�������	F"5�	���	�����	K�	�������������	�����	������"
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α	H	H	= Y	K
	H	[RjvJQsZ

[RjvJQs	H	H	X pos	→  PQR

pos	H	H	X PQR	]	I	

;������	F"5	
	F�������� �	���������	�
�	�����	��������	�����������	�������

��%���
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;���������	�
����'��	������
����	����	�������� 	����������	��������	.�"�"	������	������
�����
�����/H

γ X	^	I	]
	Z	α	�f�		]
	Z	β_�
���	α	X	hWf		H	YjVH	I	→  Njw	H	PQR�	bjw	H	PQRO�	fKMIjoU	H	PQR	→ Njw	H	f�O	Z
					β	X	hWf	Y	bWv		H	PQR	→  Njw	H	IOZ

�	 I�	 f�	∈TnKo1	 jV�	 fKMIjoU�	 bWv�	 jw�	 bjw	∈	 x	 .jV�	 fKMIjoU	 �	 bWv	
	�����	 ��������1	 jw	 �	 bjw	
	�����
�����3����/"

$���������	�����	���	�����	γ	�������������	������
����	���%	�����	I	�	f�"	f�	�����	��
���	����	��������
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����"	<�������
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�%	�����
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\KR.I�	γ/	X	µI"	\KR.α�	^f�	]
	> β_
X	µI"	Y	jV	H	\KR.I�	γ�/	→ Njw	H	PQR�	bjw	H	PQRO
fKMIjoU	H	PQR	→	Njw	H	\KR.f��	γ�/OZ
X	µI"Y	jV	H	I	→	Njw	H	PQR�	bjw	H	PQRO
fKMIjoU	H	PQR	→	Njw	H	µf�"	\KR.β�	∅)] >
X	µI"	Y	jVH	I	→		Njw	H	PQR�	bjw	H	PQRO
fKMIjoU	H	PQR	→	Njw	H	µYf�	Y	bWv	H	PQR →	Njw	H	IOZOZ
X	µI"	Y	jVH	I	→	Njw	H	PQR�	bjw	H	PQRO
fKMIjoU	H	PQR	→	Njw	HYbWv	H	PQR	→	Njw	H	IOZOZ
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